DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICAS. r 
MATEMÁTICAS II. 2“ DE BACHILLERATO. f) 1) 


UNIDAD 3. INTEGRAL INDEFINIDA. 





IES LA BAHIA 


ACTIVIDADES 





1. Integral indefinida de una función. 





1. a) Hallar una primitiva de f(x) = 2x cuya gráfica pase por el punto (1, 3). 
b) Hallar una primitiva de f(x) = cosx cuya gráfica pase por el punto (0, 1). 


2. ¿Existe alguna función que sea primitiva de dos funciones diferentes? 


2. Propiedades de la integral indefinida. 


. ; E : da : 2x? +x? -x 
3. Aplicar las propiedades de la integral indefinida para averiguar | ——5— dx 
x 


4. Responde justificadamente si es cierta la siguiente igualdad: 


fx dx= fx-x dx = fx dx- fx ax 


3. Integrales inmediatas. 





5. Calcular las siguientes integrales: 








b) [EDE a g [Wax -Vax ax 
4 3 
aaa ojia jë 


8) ESET h) [3x +D dx i) [vx+- as 


] 2 3 i 
5) le w fe (jus ) fs dx 








8 
m)  2senx + Scosx dx n) fte?x dx ñ = dx 
sen“x 
=l 3 2 2 2 2 
o) | ===- 7 dx p) | sec*x + cosec“x dx a) [sen X +c08% x dx 
1x2 1+x 


6. De una función f se sabe que su derivada es f(x) = x" +x— 6 y que el valor que alcanza en 
su máximo local es el triple del valor que alcanza en su mínimo local. Hallar su expresión 
analítica. 
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7. De una función f se sabe que su derivada segunda es f"(x)=x2—1 y que la recta tangente 
a la gráfica de f en el punto de abscisa x = 0 es la recta y = 1. Hallar su expresión analítica. 


8. De una función f se sabe que su derivada segunda es f(x) =12x-—6 y que la recta tangente 
a la gráfica de f en el punto de abscisa x = 2 tiene por ecuación 4x—y—7 = 0. Hallar su 
expresión analítica. 


9. De una función f definida en el intervalo [0, 4], se sabe que su derivada es la función 


= si 0O<x<3 


f(x) = 3 y que f(1) = a . Hallar su expresión analítica. 
8-2x sl 3<x<4 3 


4. Integración por cambio de variable (o por sustitución). 


10. Calcular las siguientes integrales, aplicando el cambio de variable que se indica: 




















a) | 9% t=3x+2 b f s t=3-x o | X dx t=1+x? 
3x +2 3-x 1+x? 
f dx t=x+1 t=1+x8 9 [vz +1dx t=x9+1 
(x +1)? 
» | e NS 5 bj de blo y [as olas 
y1-x? xInx 
j [xe dů ké k) for de iim ) Jer coste”) dx be 
5 ex 
m) ska dx t=x? n) [== dx t=-=x ñ) [a t=vx 
vx 


11. Calcular las siguientes integrales, aplicando el cambio de variable que se indica: 





a) |= penaz dx t=3+senž*x b) | « t=senx œ) F S t = cosx 
3+ sen?x 1+ sen?x cos? = 
d) | 22 t = senx e) | senx/cosx dx t=cosx f pod dx t=senx 
/sen?x 
t 
g) tex dx t = cosx h) fotex dx t=senx 1) E g” X dx t = arctgx 


12. Calcular las siguientes integrales, aplicando el cambio de variable que se indica: 


cos Vx © dx t=4k 





a) [i t=x?-6x+1 b) f 6x cosx? dx t=x? oje 
Vx? -—6x +1 
d) PEA as t=3+v4x o) [A ax 
Vx x 


t=Inx t=x+1 


X 
E 


A dx 
g) J 2x- 3rtg(x? - 3x) dx t=x? -3x b favi +x? dx t=1+x? aj- t=lnx 
xvl-lnžx 
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13. Calcular las siguientes integrales, aplicando el cambio de variable que se indica: 


























a) as t=x! oa isa A == t== 

ls = eS E ss e s 

g) == * t=Vx+1-1 h) (¿Qu t=7% 

14. Calcular las siguientes integrales mediante un cambio de variable: 

a) [faro dx b) f: PEZ qx c) fex +5)? dx d) fs — sen4x dx 

e) NoN dx f) fex -e dx g) f dx h) feos(3x — 2) dx 
ax+b 

iaae ob le ol 








3x +2 BÝX (A 
[a Me v 


15. Calcular las siguientes integrales mediante un cambio de variable: 


1 
0) | ==d 
x" +X j x 


S f x/1-x2 dx b) |= - ES E o) f de d) f 3e2% + 4e%X dx 

















+ 3senx 
oa P) fer +5 dx g) j h) [xt cos(x +1)dx 
sen“x (3x +1)* 
6x? — 1 1 2x 
d k f d 1 f d 
a = MS ) T ) J8 +x2 á 
3x 
n) [= dx ñ) pa -cosx dx 
ex +3 
5. Integración por partes. 
16. Calcular las siguientes integrales: 
a) fx senx dx b) fx cosx dx c) Ja — 3) senx dx d) E senx dx 
o) fx? cosx dx f) fix dx 8) [(?-3x+1) senx dx h) fxInx dx 
T de 5) A de o D [xna +») de 
lnx q lnx q lnx q Inx 
m [E o os Ne 





p) a o 
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17. Calcular las siguientes integrales: 


a) |(©+8x)e* dx a na d) [+1 er dx 
e) xe? dx pfe ex d o fxe e3x d h) fx e=! dx 

i) je: -1)e* dx 3) fe cosx dx k) fe senx dx 1) fe” senx dx 
m) fee cosx dx n) farcsenx dx ñ) farctex dx o) fx arctgx dx 


18. Calcular la función primitiva de f(x) = x?%e%% cuya gráfica pasa por el punto (0, 1). 


19. Calcular la expresión de una función f(x) tal que f(x) =(x+1)2ex* y f(0) = 


6. Integración de funciones racionales. 





20. Calcular las siguientes integrales: 





























MM x2-x+1 dx ») f dx oj —x2 tla 
x? — 3x? -13x +15 (x+1)2*(x-1) (x-1)* 
df— x? +x iz d [5 2x+1 dx -o 
x? +x? +1 E 1)"(x +1) (1-x2)(1 +x) 
x?-1 x" 2 =x+1 x?-x-160 
d h f d paa dx 
EAN di ) > » x2—25 
) | 6 de wf 3x? 2 dx NA 2x2 — 7x 
x(x-1)(x+2) (x—2)“(x +1) x? — 3x? u 
m | 2x2 +1 m [EM — 2x? +4x+1 ix 
x" ara x8 -3x +2 
21. Calcular las siguientes integrales: 
y ¡ax of x-1 dx ay HER + 2x — la 
x+2 x2+x-6 x+1 
1 x 3-1 x+1 x? +1 
d f d => NES 
|x = f) x? +x j s) x(x- pz“ x2+x-6 i 
: 2 R (x? +1 x? -x+1 
—— d f d k o D34 
a ü ) x2-1 Š ) x? (x +1) $ ) x? — 2x? +x i 





22. Calcular I= ¡5 — dx , aplicando el cambio de variable t = e* 


23. Calcular la función primitiva de f(x) =In(1+x?) cuya gráfica pasa por el origen de 
coordenadas. 





24. Calcular la función primitiva de f(x) = 5 E — cuya eráfica pasa por el punto (0, 2). 
-e 
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25. Calcular las siguientes integrales: 





Nm 
A are redes 
26. Calcular las siguientes integrales: 
dx dx 
> Sao b f M 
s ) x2-2x+5 


2x-1 X 
d == 1 
a 2 -6x+13 ü dd x? +2x +17 i 











1 
9 a 
a 5x2 —2x +25 
x8 z + 25x 
1 x2-5x+6 
= Bem 
a A b (x — 4)(x? —4x-+13) 


7. Integración de funciones trigonométricas. 





27. Calcular las siguientes integrales: 








a) fsen?x dx b) f sen*x cosx dx c) fsen?x cos“ x dx d) Jsen'x cos“ x dx 
e) feos" x dx f fsen?x cos“ x dx g) fsen?x cos? x dx h) fsen?x cos? x dx 
1) f sen“x dx j) feos! x dx 
28. Calcular las siguientes integrales: 
3 6 tgx 1 
a) | tg°x dx b) | tg°x dx c) z dx ——— 
cos“ x senx cosx 
e) | l dx 9 ax Po P E 
senx 1+cosx 1+cosx 1+ senx + cosx 
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SOLUCIONES 





1. a) F(x) =x? +2; b) F(x) = 1+senx 
2. Sí, por ejemplo, f(x) = tgx 


3. x? + x — Inkx|+k 








3 o 4 
4. No, ya que [e arroz [xx fx dx Ek 
3 2 2 4 
5 — 
5.a) TE +k; b) x+ Ini- I- +k: ge RN gy a 
Jx 2x? 6 x 2x4 5x5 





+k; g) 2x Ñx + 2x Jx +k; h) E xg + EA + 


6) ra 2 V5x n 4 sa 
3 3 
+24/x +k ; J) 2arcsenx—8tgx+k; k) e* + Inkx] +k;1) a, k; m) -—-2cosx + 8senx+k; 





k ;1) 
) 2 yx? 
3 ln15 
n) tex-x+k; ñ) —2cotgx+cosx+k; 0) —arcsenx—3arctgx+k; p) tgx —cotgx +k; q) x+k 


3 2 
6. f(x) =Ž be gpa 
3 2 





4 2 
Tiea l 
12 2 


8. f(x) = 2x? —3x2—8x+13 


— +5 si 0<x<3 
9. f(x)= 3 
—x2+8x-—7 si 3<x<4 








In[3x + 2| Infi + z =4 Infi + sl 

10. a) HA +k; b) -InB-x|+k;e) — +k; d) + k; 0) +k; 
2 (x +1)? 

34193 In? k 

BA L E == +k; g) -V1-x? +k; h) Inlnk|+k;i) Ink] jes k;j) +; k) +k; 
x 
l) sen(e*)+k; m) S +k; n) -e™ +k; ñ) 20% +k 
24 cos? x 

11. a) In3 + sen? x|+k; b) arctg(senx)+k; 9- -+k; d) 3 3Y/senx +k; e) A ik; 
pe k) — Infeosx|+k; h) in i) gl z 








| 3 
12. a) yx? -6x +1 +k; b) 3senx? +k;c) 2sen dx +k; GER p, e) —cos(lnx)+k; 


(1+x?)? 
3 


f) arcte(x+1)+k; g) — Infcos(x? = 8x) +k;h) +k; i) arcsen(Inx)+k 
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13. a)arctg(x“)+k; b) — +k; cœ) arosení č ek: d) Zaresenx? +k;e) In +x1nx +k; 





























+5 
f porot $ Je: g) 2/x+1-1+InVx+1-1)+k:; h) s. E 
xy3 10 
14. a) ZEM A CE jek RV BeBe cos(e*)+k; 
3 20 4 
1 +b — 3lnik“ +1 
f) -3e™" +k; g) Taaa o M, a MO 9505 porotě ek; 
Ink“ +4 3ln2+x? „BVK 
sa ; D) arcsen +k; m) a E Z +k;n) pro +k; 
F 2 2 In5 
ñ) 3lnk? +x|+k; 0) AA yk 
ln4+3 2 2 2x 3x 
15. a) (2? De x? p Al + senx| Fx ee )v1+x jse dy DE dě Pe, 
3 3 2 3 
o x345 Inl3x +1 5 In[4x“ — 2x zá 
Z Do PH en M A 
3 sen“x 3ln7 3 5 Inx 
x x lne** +3 senx 
pi ey reseni n DE od 5) 7 
1+e* 4 e* +2 3 Ed 


16. a) —xcosx+senx+k;b) x senx+cosx+k;c) (3-x)cosx +senx +k; 
d) (2—x2)cosx + 2xsenx +k ; e) (x? — 2senx +2xcosx+k;f) xInx-x+k; 
2(21n|x|-1 %(3lnk|-1 
zl -D y; y EPA, 
5) x*(4Inpx| 1) s 2xVx (3lnk|-2) je 2x? —1)lnil +x|+2x -x2 
16 9 4 
-(1 + Ink]) jich — (1+ 2Inkj) 
X 4x? 


g) (=x? + 3x +1)cosx + (2x — 3)senx +k; h) 


+k; 


X Infx| 


m) 24x (Inx -2)+k; n) +k; 0) —2- 
x+1 


2(x - 2) W1+x 
3 


Ink +1|+k : 
p) 


+k; a) x tgx +In|cosx|+k 


17. a)(3x—1)e*+k;b) (x2—5x+6)e*+k;c)(x*—3x2+6x-—6)e*+k;d) (x2+1)e*+k; 

















a) (2x—1) e? eh (2x2 —2x +1) e% D (9x? BD č -Gx+De y 
i) -(R2+2x)eF+k;j) fé 40052) P" |.) (6enz—cosx) e? p.) (fsenx a e2* 2: 
m) Genie eT ik; n) x arcsenx + V1-x? +k; ñ) n PE 
a (x? +1) arctgx -x | 
2 
18. Px) - E2 +1) 043 


4 


19. f(x) =(x? +1) e* +3 
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- 21n|x -1 +13 Inkx + 3 + 21lník -5 Ink -1|-Ink+1 k 














20. a) +k: n EE 
32 2(x +1) 
-1 1 2 E. TA A 
a lr A 
=8 „pR =f „krk 
2x —1) 4 2X(x +1) 
E E y tmp] EAT A y py E ES n RE 


2 


1) 5x +4 1n|x — 5|- 3lnk+5+k; j) — 3Infx] +21n|x — 1] +1n|x +2] +k; k) + 
TE > -3x+1) 








> 


1) 2 +nk+1j+Ink-2+k 
x-2 


21.a) 








Ink — 2| — Ink + 2) 4 In|k + 3] + Ink — 2 
4 5 


+k;b) 2x —7Ink+2+k;c) +k;d) x? -lnk +1/+k; 


e) 
h) x +lnkk-2|- 21n|x + 3] +k ; 1) 2lnk + 2] - 2Inik + 3] +k ; j) x-Ink+1+lnk-1+k; 


Inaj- Ineta o ke g) — +nk|+lnk-1+k; 
9 9 x-1 


k) ZE +nk+1-nk|+k;) Z + Inf] + k 
x x-1 

22. I= e — 2arctg(e*) + k 

23. F(x)= xInli + x?] — 2x — 2arctgx 


24. F(x) =x -In|2 - e*|+2 





Ink — 1] — Ink + 1 arctgx 
2 


+k 








25. a) x—2arctex+k; = a +arctgx +k; c) 





Inx? +x+1 /3 aroe i 


26. a) Ink|- > 


Le b) qa 7 Hix; 
c) Ink-1- Ink? +x+ 1 -43 da +k; d) Inkx|+ 2lnx? — 6x + K +4 arcte 2) +k; 


— Ink“ +2x +17 
e) Ink? -6x +13|+ Ë arctg z +k;f K arctel E |+k; 
2 2 4 4 











2 
lnx +1] Inlx?-x+1 E 
g) pe E B =l +k; 
3 6 3 13 
2lnk—4 11lnx?-4x+13 č 
h) nk la | A 2 arctg ZA +k 
13 26 13 3 
3 5 3 
27. a) E E sen senx y. Qe _sen'x _ sen“ Xp. p OSL cos“ x a E je 
3 5 5 3 3 
5 3 7 5 8 a 4 
s sen“x  2sen ele cos“x COS zk senjx sen x sen E a 
5 3 7 5 8 3 4 
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28. 


e) In 


a) 








sb) 


tg?x — Infi + tg?x 





+k;1) 2 Z kona 
41 2 


+k;b) -x+ 


tpt Z]: Dx-te[ž]+k; wmn 





tgx 
5 





Banos +k;j) A a SELSKÉ +k 
8 412 8 





3 2 
EE s tgx+k;o) eS +k;d) Inftex|+k; 


2 
1 telz) +k 
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